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Abstrak— Pendulum terbalik adalah sistem non-linear orde tinggi, miltivariabel dan sistem dinamik
yang sangat tidak stabil. Sistem non-linear orde tinggi pada pendulum terbalik harus dilinearisasi agar
dapat diselesaikan dengan mudah. Dari perhitungan yang telah dilakukan dapat ditarik kesimpulan
bahwa sistem dari pendulum terbalik adalah sistem yang tak stabil pelana, dapat dikontrol dan dapat
diamati. Selain itu sistem juga dapat dibentuk menjadi sistem berbentuk kompanion terkontrol dan
bentuk kompanion teramati.

Kata kunci— Sistem non-linear, pendulum terbalik, miltivariabel, sistem dinamik

I.  PENDAHULUAN

Pendulum terbalik adalah sistem non-linear orde tinggi, miltivariabel dan sistem dinamik yang sangat
tidak stabil. Pendulum pada jurnal ini adalah pendulum terbalik yang menggunakan lintasan berbentuk
lingkaran. Lintasan berupa lingkaran bertujuan untuk menghilangkan batasan panjang lintasan yang
terdapat pada pendulum terbalik dengan lintasan transversal. Pendulum terbalik adalah sistem sistem
pendulum yang titik beratnya berada diatas titik tumpunya. Lintasan berupa lingkaran bertujuan untuk
menghilangkan batasan lingkaran yang terjadi pada pendulum terbalik dengan lintasan lurus sehingga
pendulum dapat disetimbangkan dengan leluasa. Pendulum terbalik adalah system yang tidak stabil.
Secara umum, suatu pendulum selalu bergerak kembali ke posisi setimbangnya. Waktu yang diperlukan
untuk mencapai posisi kesetimbangannya bergantung pada jarak antara titik tumpu dan titik beratnya.

Il. METODE PENELITIAN

A. Model dari Pendulum Terbalik dengan Lintasan Lingkaran
Pendulum terbalik adalah sistem yang terdiri dari kontroler, lengan, pendulum, motor DC dan dua

tongkat pendulum. Kontroler membuat pendulum tetap berada pada posisi tegak ke atas pada lengan

pemutar. Adapun skema gambar dari Pendulum dapat dilihat pada gambar 1.
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GAMBAR |. SKEMA RIP DENGAN BEBERAPA PARAMETER

Perpotongan antara lengan 1 dan lengan 2 tidak dapat digerakkan namun bebas berputar. Kedualengan memiliki
panjang L4 dan L dan memiliki massa 7114 dan 111, yang berlokasi pada L4 dan l5, yang merupakan panjang

dari sudut rotasi lengan pusat massa.

B. Model Fisika

Gambar berikut adalah gambar skematik (free body diagram) dari pendulum terbalik beserta arah pergerakannya.

GAMBAR Il. SKEMATIK PERGERAKAN PENDULUM TERBALIK

Kecepatan angular dari masing-masing link adalah:

i, =6,k )
@, = —B, cosB,i — B, sin 6,1 + 6,k )
Kecepatan linear dari masing-masing link diberikan oleh:
By, = 6,14 ©)
,, = 6, Ly sin@,i+ (6,1, +6,L,cos8,)j — i,6,sinb,k @)

Gaya listrik E berbanding lurus dengan kecepatan rotor yang dinyatakan sbb:
E, = K,w, =K, ©)
Torsiyang dihasilkan dinyatakan sbb:
T, = K i, = Kyi, ©)
Dengan K, adalah konstanta untuk tegangan dan K adalah konstanta untuk torsi. Dalam kondisi tunak (steady
state), persamaan yang menggambarkan tegangan motor adalah:
Va = Rpi, T B, @
Sehingga
i =—F——= (8)

Dari substitusi persamaan didapatkan
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Dimana ¥, adalah tegangan yang diterapkan. Torsi diperlukan untuk lengan putar untuk mengubah arah rotasi

dengan cepat untuk menjaga keseimbangan pendulum. Kecepatan tinggi pada pendulum diperlukan agar lengan

dapat bergerak lebih cepat untuk mencegah jatuhnya pendulum.
C. Model Matematika

Dalam pengendalian optimal pendulum penurunan persamaan matematika yang menjelaskan dinamika dari
sistem pendulum terbalik didasari oleh persamaan Euler-Lagrange:

d falL dL. dw B 10
dt (aqz.) dg, N dg, ¢ (19)

Dimana:

i ; = vektor posisi sudut (rad)

g = vektor kecepatan sudut (rad/s)
@ = gaya luar (N)

L = Lagrangian (J)

W = Energi yang hilang (J)

Dalam persamaan Euler-Lagrange, L didefinisikan sebagai:

L(q’ q:] - Ekrn:lmi - E?’n:lmi (11)
Dan
gq; = [0, 5.2]1’ (12)
Energi kinetik dari link 1 adalah:
1. — —T-—— 1 2A2 1. A2
Kiinks 2 (Tl my 7y, + o] 1@,) = 7 Myl 8y + Ellszgl (13)
Karena pusat massa dari lengan seimbang pada awal, sedemikian hingga
1, 22
Kimks ELlEl (14)
Energi kinetik dari link 2 dinyatakan dengan persamaan sebagai berikut:
Kinko 2 (@im:ﬁ:c + Ezl'rf: @)
Ek:in:c 2
= E Ef (mELi + sin” (HZI] [-_mﬂl‘if + I’E}'}') + [I‘Ex:rcas‘ (sz) + E H:f (I'Ezz + mEI‘Ej
+ mleizéléz cos 6, (15)

Energi potensial dari link 1 dan link 2 adalah:

Plink 1
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=m,gl,cosb, (16)

Plink =
Total Energi yang hilang dari sistem adalah jumlahan energi yang hilang dari tongkat pendulum (link
2) dan lengan (link 1), dinyatakan oleh persamaan berikut:

W = C,67 +C,67 (17)
Dari persamaan (11), maka didapat Lagrangian:

L= %iléf + %i:ég -|-%m2 [[:Llfjl + i,6,cosé, )2 + (i:é: sin &, )2] —m,gl,cosb,

(18)
Persamaan Euler-lagrange dari masing-masing variabel adalah:
d [ dL dL +6W (19)
- ; - — = T
dt \ a8, a6, aé, ®
d [dL dL N aw 0 50
dt\ab,) a6, aéb, (20)

Dengan memasukkan persamaan sebelumnya kedalam persamaan Euler-Lagrange, akan menghasilkan
persamaan non-linear dari dinamika RIP sebagai berikut:

(iy + myL2)8, + (m,L,i,cos6,)8, + (m,L,i,sin8,)82 + C, 6, = 2 _ ""'f;f—ﬂg (1)
(m,L,i,cos8,)8, + (i, + m,L3)8, + m,gl,sinb, + C,6, =0 (22)
D. Linearisasi Model
Untuk melinearkan model yang didapatkan, digunakan pendekatan shb:
cosf ¥ 1,sinf ~ 6,62~ 0 (23)
Sehingga persamaan menjadi:
h,8, + h 8, +h8, +C,0, =0 (25)
Dimana didefinisikan:
hy =i, + m,L] h, =m;L,1, hy =i, + myL3
h, = ' hy = h, = XK
4 — Mz Giy E_Ru 6 R,
Dengan eliminasi, diperoleh persamaan:
= —hglh +C 18, —Rohy By thy G Oyt Rohe Wy
0, = hyhg—h3 (26)
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holht 00, th, R B thy Sl Hho RV

% = i &7
Maka persamaan (2-26), (2,27) sistem RIP dapat dinyatakan sebagai berikut:
8, = —d,(hy +C,)8, — d,h,6, — d,C,0, + d,h.V, (27)
b, = —dy(hy + €,)8, — d, h,8, — d,C,0, + dyhV, (28)
Adapun persamaan dapat dibentuk dalam sebuah matriks:
6] o 1 0 o 1[é: 0
gf‘ _ [ﬂn —d, (hg +Cy) —d;h4 —dlz C, gl N dluhE_ (29)
,_E;i‘ 0 —ds(hy+Cy) —dshy —d,C, 8, dyhg

Dengan & merupakan simpangan maksimal dari link 1 dan link 2 sedangkan & merupakan kecepatan
sudut dari msing-masing link. Adapun untuk nilai pada masing-masing parameter telah dilampirkan

pada tabel 1.

TABEL I. PARAMETER DARI SISTEM RIP

Parameter Nilai Parameter Nilai
m, (kg) 0.830 J1 (kgm™2) 0.00208
m, (kg) 0.100 I, (kgm™2) 0.001
L, (m) 0.600 g(ms™2) 9.8100
L, (m) 0.300 Ra(Q) 28.600
€, (N.m.s) 0.000 k, (Vs) 0.1680
C,(N.m.s) 0.000 Kt = Km(N.m A ') 1680
I, (m) 0.300 T, (N — m) 0.09810
Joq (kgm™) 0.002 v, (V) 60.00

L, (m) 0.100

Sehingga dengan memasukkan nilai parameter ke dalam persamaan, didapatkan matriks berikut.

% o 1 0o o]0 0

| _|o —0.0294 0068 o0||f: 0.175

o~ Iu 0 o 1]|le,|T| o (30)
j 0 000173 096 o0l|4 | [-001

I11. HASIL & PEMBAHASAN

A. Keterkontrolan
Diberikan sistem linear invariant waktu yang disajikan oleh persamaan:

{:&[t] = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
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Dari matriks sebelumnya dapat dicari apakah suatu sistem dapat dikontrol atau tidak, yaitu dengan

memperhatikan.

0 0 0

0 1 0
4= 0 —0.0294 0.068 l] B = 0. 1?5
0 000173 0.96 IJ

—l:l 01
Dengan memperhitungkan M, = (B| AB | A*B |A*B ) maka:

0 0.175 —0.0051 -—-0.0005

_( 0175 —0.005 -—0.0005 0
c 0 —0.01 0.0003 0.0096

—0,01 0.0003 0.0096 —0.0003

Dikarenakan rank =dimensi = 4 maka matriks tersebut terkontrol.

B. Keteramatan
Dari sistemsebelumnya akan dicari apakah sistemdapat diamati atau tidak, yaitu dengan memperhatikan.

0 1 0 0
_|o —0.0294 0068 0| ._
A=|g 0 o 1|C€ [1 0 1 0]
0 0.00173 096 0
Sehingga
C
- 1 0 1 0
y - €Al fo 1 0 1
o~ [ ——|7\0 -00273 -0892 0
C-4 0 0.0008 —0.0019 -—0.392

Dikarenakan rank =dimensi = 4 maka sistemdapat teramati.

C. Bentuk Kompanion Terkontrol

Pada bagian ini dibahas suatu bentuk yang dinamakan bentuk “’kompanion”. Bentuk kompanion ini bermanfaat
terutama untuk masalah penempatan pole-pole yang sesuai diinginkan sehingga sistem loop-tutup “terstabilkan”.
Bentuk awal:

{:&[t] = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Kemudian ditransformasi menjadi:

x(t) = Az(t) + Bu(t)

{ y(t) = Cx(t)

Dengan mengubah matriks awal menjadi bentuk transformasi maka didapatkan matriks baru sebagai berikut.
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0 1 0 0 0
- _| 0 0 1 0y s_1[0
4= 0 0 0 1 B = 0

—1 —0.03 0 0 1

Kemudian untuk mencari matriks € dengan cara
C=cQ
Q=RR'=mM "
0 0.175 —0.0051 -—-0.0005

0175 —0.005 -—0.0005 0
0 —0.01 0.0003 0.0096

—0,01 0.0003 0.0096 —0.0003

0 0 1 03 0 0
0 1 0 — -1 |0
10 o M =|o
o0 0 —-03 1
didapatkan :

—0.005 —0.0051 0.175 0

Q= 0.0525 —0.0005 -—0.005 0.175
0.0096 0.0003 —0.01 0

—0,0033 0.0096 0.0003 —-0.01

n—""..
1
= =T i S

= oo O

o 1
1 0
0o 0

Sehingga didapatkan €
€ =(0.0091 —0.0048 0.165 0)

Dengan mengingat bentuk transformasi kompanion terkontrol adalah sbb

{:&(r} = Ax(t) + Bu(t)
y(£) = Cx(1)

Maka didapatkan bentuk kompanion terkontrol:

0 1 0 0 0
= _ | 0 0 1 0)- 0
=9 o o 1]|FO+|,u®
-1 —-003 0 0 1

v(t) =(0.0091 —0.0048 0.165 0)x(t)

D. Bentuk Kompanion Teramati
Bentuk awal:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{}r[r:] = Cx(t) + Du(t)

Bentuk transformasi:
{:&[rj = ATx(t) + CTu(t)
y(t) = BT x(t)

Dengan mengubah matriks awal menjadi matriks transformasi maka didapatkan matriks kompanion teramati:
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0 0 0 -1 0.0091
co=(2 99 007y + 0008 gy
0 0 1 0 0
Y =0 0 o Dx(®

E. Kestabilan
Sebelumnya harus dapat dicari nilai eigen dari suatu sistem pada persamaan (30) tersebut. Dengan cara

(A—ADv, =0

—A4 1 0 0
4= 0 —0.0294-—-41 0068 0
0 0 —A 1

0 0.00173 096 —A4
Dari persamaan matriks didapat nilai eigen: 4, = 0,4, = —18.09, 4; =7.11, 4, = —5.644
Dari teorema yang telah dijelaskan diatas, dapat dilihat bahwa sistem tersebut merupakan sistem yang
tak stabil pelana.

IV. KESIMPULAN & SARAN

Dari perhitungan yang telah dilakukan diatas, maka dapat ditarik kesimpulan bahwa sistem dari
pendulum terbalik adalah sistem yang dapat dikontrol dan dapat diamati. Selain itu sistem juga dapat
dibentuk menjadi sistem berbentuk kompanion terkontrol dan bentuk kompanion teramati. Sistem
pendulum terbalik merupakan sistem yang tidak stabil pelana. Untuk penelitian selanjutnya diharapkan
dapat mengubah sistem yang tidak stabil pelana menjadi sistem yang stabil serta dapat dikontrol untuk
mendapatkan solusi paling maksimum.
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